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Zusammenfassung: Wartezeitprobleme treten immer dann auf, wenn zu jedem der
Zeitpunkte 1,2,... ein Zufallsexperiment durchgefithrt und hierbei auf das erstmalige
Eintreten eines vorher definierten Bedienungskomplexes gewartet wird, Beispiele
hierfiir sind das Warten auf vorgeschriebene Ergebnis-Sequenzen in Bernoulli-Ketten
oder Kollisions- und Sammlerprobleme beim sequentiellen zufilligen Verteilen von
Teilchen auf Ficher. In dieser Arbeit werden verschiedene elementare
Wartezeitprobleme behandelt und Hinweise auf héhere Gesichstpunkte gegeben, Der
besondere Reiz dieser Probleme liegt in der Notwendigkeit einer mathematischen
Modellierung einfach formulierbarer konkreter Fragestellungen sowie im
Zusammenspiel von Kombinatorik und Analysis,

! Diese Arbeit ist Grundlage einer Lehrerfortbildungsveranstaltung an der Universitit Bielefeld am 18.02.1998



1 Warten auf den ersten Treffer in einer
Bernoulli-Kette: die geometrische Verteilung

Ein Zufallsexperiment besitze die moglichen Ausglinge Treffer und Niete, welche mit
den Walrscheinlichkeiten p baw, 1 —p auftreten; dabei ist 0 < p < 1 vorausgesetzt. Das
Experiment werde in unabh#ingiger Folge wiederholt. Die Zufallsvariable W; beschreibe
die Anzahl der Nieten vor dem ersten Treffer. W, besitzt die durch
PWi=k) = (1-p)*-p (1.1)
(k=0,1,2,...) definierte geometrische Verteilung mit Parameter p, und wir schreiben
hierfiir kurz Wy ~ G(p). Erwartungswert und Varianz von W sind durch
1
EW,) = = -1 (1.2)
p
und
1—p
V(W) = . (1.3)
gegeben, Bild 1.1 zeigt Stabdiagramme geometrischer Verteilungen fiir p = 1/2 und
p = 1/4.
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Bild 1.1: Stabdiagramme geometrischer Verteilungen
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(1-pptp

(1-p)*
= (1-p)p
= P(W =)

besitzt die geometrische Verteilung ,kein Gedéichtnis™: Weorden £ Nioten beobachtet
(Eveignis {W) > k}), so hat diese Information wahrscheinlichkeitstheoretisch keine
Avswirkung auf den weiteren Verlauf des Wartezeitexperiments, Die bedingte Wahr-
scheinlichkeit, zu diesen & noch weitere { Nieten bis zum Auftreten des ersten Treffers
zu beobachten, ist gleich der (nichtbedingien) Wahrscheinlichkeit, dafl das Wartezeit-
experiment mit dem Auftreten des ersten Treffers nach genau [ Nieten endet.

Die Eigenschaft P(W) = k41| W, 2 k) = P(W, = 1) (k,I € INy) ist filr die geome-
trische Verteilung in folgendem Sinn charakteristisch:

Ist X' eine INg-wertige Zufallsvariable mit 0 < P(X = 0) < 1, welche die Eigenschaft
P(X=k+l[X2k) = P(X=1) (ke (1.4)

der Geddchinislosigheit besitzt, so gibt es ein p € (0,1) mit X ~ G(p).

Zum Beweis schreiben wir kurz p; 1= P(X = j) und setzen k = 1 in (1.4). Es ergibt
gich
P(X=14+1,X>1)
P(X >1)
und somit wegen P(X > 1) = 1 - p, die Beziehung ppy = p; - (1 —po) (1 € INy).
Wegen 0 < pp < 1 folgt hieraus py > 0 fiir jedes { > 0, also

= P(X=0) (el

Prit
P

Wir erhalten somit

§-1
P = (H %i) poo= (I=poY om0 (5 €N),
=0

= 1-p (!EINQ).

so dafl X die geometrische Verteilung G(po) besitat.




Fiir Knobelflichse

¢ Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsraumes als Definitionshereich fiir W),
¢ Herleitung der Bezlehungen (1.2) und {1.8). -

o Fine Urne enthdilt » rote und s schwarze Kugeln, Es werden rein zufiillig nach-
einander ohne Zuriicklegen Kugeln gozogon, bis zum ersten Mal eine rote Kugel
erscheint, Welche Verteilung besitzt die Anzahl der hierfilr bendtigton Zilge?

o Bin echter Wiirfel wird solange geworfen, bis die erste Sechs auftritt. Wie gro8 ist
die Wahrscheinlichkeit, vorher genau eine Vier zu werfen?

o Anja (A) und Bettina {B) drehen in unabhingiger Folge abwechselnd ein Gliicks-
rad mit den Sektoren A und B, Das Gliicksrad bleibe mit der Wahrscheinlichkeit
p (bzw. 1 — p) im Sektor A (bzw, B) stehen, Wie grof ist die Gewinnwahrschein-
lichkeit filr Anja, wenn sie beginnt? Filv welchen Wert von p besitzen beide Spie-
lerinnen die gleiche Gewinnwahrscheinlichkeit?

2 Warten auf den r—ten Treffer:
die negative Binomialverteilung

In Verallgemeinerung der bisher behandelten Fragestellung beschreibe die Zufallsva-
riable W, die Anzahl der Nieten vor dem r—ten Treffer in einer Bernoulli-Kette mit
Trefferwahrscheinlichkeit p, Das Ereignis {W, = k} tritt genau dann ein, wenn der
(k+7)-te Versuch den 7—ten Treffer ergibt. Da jede spezielle Ergebnisfolge aus r Tref-
fern und % Nieten die Wahrscheinlichkeit p" « (1 — p)* besitzt und es (“‘;“1) Mébglich-
keiten der Verteilung von £ Nieten auf die &+ — 1 Versuche vor dem (beim (k+7)-ten
Mal auftretenden) r—ten Treffer gibt, gilt

k+r—1

o = (4]

) P(-p)F, ke (21)

Die durch (2.1) auf den nichtnegativen ganzen Zahlen definierte Verteilung heilt nega-
tive Binomialverieilung mit Parametern v und p, kurz:

Wy ~ Nb(r,p).



Ihre Namensgebung verdankt die Verteilung Ab(r, p) der Darstellung
m?‘ \
P =) = () -0,
wobei der Binomialkoeffizient (%) fiiv # € IR und & € Ny durch

(z) _ z-(z—l)-.}g.!~(z~k+1) (k €m)

und (g) = 1 definiert ist.

Der Nachweis der Normierungseigenschaft 332, P(W,. = k) = 1 erfolgt am einfachsten
iber die Ableitungsformeln

.- @b (& 1 k!
ko Y sy . & _
g& ) = (ZFG ) T odt 11—z (1 o :B)k‘H (2.2)

¥
da® \ 5

(l#| < 1) fiir die geometrische Reihe. Hierbei steht allgemein
Y2 o= yey-1)-w=-2) .. (y-m+1)

(y € R, m € Ny, y¥:= 1) fiir die m~te untere Fakiorielle von 3. Unter Benutzung der
Symmetriebeziehung (?) = (n’jj) filr die Binomialkoeflizienten ergibt sich dann mit
dor Substitution k =s— (r—1)

iP(WF’G) = p" 5 (kw_l)-(lm:o)’“

k=0 b=\ 71
= 4 o el g—{r—1)
= o2, 0
_ 7 (r— 1)t
(r=0F (1= -phr
= 1,

Tiefere Einsichten in die Strukbur der negativen Binomialverteilung No(r,p) erhélt
man durch Aufspaltung der Anzahl der Nieten vor dem r—ten Treffer in die Anzahl
der Nieten vor dem exsten Treffer und die Anzahl der Nieten zwischen dem (j — 1)~ten
und dem j-ten Treffer (j = 2,...,7). Aufgrund der Unabhiingigkeit aller Versuche
ist es intuitiv naheliegend, dafl diese ,Nieten—Anzahlen” stochastisch unabhiingige Zu-
fallsvariablen mit gleicher geometrischer Verteilung G(p) sind, also W, = ¥;_, X; mit
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unabhéingigen und je G(p) - verteilten Zufallsvariablen X,,..., X,

Sind umgekehrt Xi, Xy,..., X, unabhiingige Zufallsvariablen mit derselben geometri-
schen Verteilung G(p), so gilt:

X1+ Xo+.o 4+ X ~ Ni(r,p), (2.3)

Zum Beweis von (2.3) beachten wir, daB8 das Breignis {X, +...+ X, = k} die Vereini-
gung der filr verschiedene r—Tupel (41,...,4.) € INj mit ¢, +... -4, = & unvereinbaren
Ereignisse {X\ = 4, Xy = 4a,..., X, =i} darstellt. Da jedes dieser Ereignisse dieselbe
Wahrscheinlichkeit

r
P(Xl=3'hX2=i2:--';Xr=ir) = HP(XN—‘-?:;)

{=1
= [[{@-p" p)
=1
= (1-p-p
besitzt, folgt
P(Xl‘}'..."‘Xr:k) = Z P(.Xl—:vdl,-n,Xr:ir)
(‘hm“r)ENBl
I+ dip=k

e (L g d Wty i) € NG i+ b = K

und somit wegen

: . . . k+r—1
O e e R G (24)
die Behauptung,
Als Folgerung aus (2.3) und (1.2), (1.3) erhdlt man
1 1-
E(W,) = r- (1—) - 1) . V(W) = 1 pz‘"’ (2.5)

filr den Erwartungswert und die Varianz einer Zufallsvariablen W, mit Verteilung

Nob(r, p).



Fir Knobelfiichse

e Weisen Sie Gleichung (2.4) nach.

e Konstruieren Sie sinen Wahracheinlichkeitaraum als Definitionsbereich fir W,
und Xq,..., X

e Walche Vertetlung besitzt (in der oben beschriebenen Situation) die Zufallsvariable
X1 unter Bedingung Xy + Xo = &7

3 Warten auf den ersten Doppeltreffer und die
Fibonacci—Zahlen

Wir betrachten jetzt speziell eine Bernoulli-Kette mit Trefferwahrscheinlichkeit 1/2,
also z.B. den Wurf einer echten Miinze, und fragen nach der Verteilung der zufélligen
Anzahl Dy von Versuchen, die nétig sind, bis erstmalig direkt hintereinander 2 Treffer
auftreten. Im Gegensatz zu frither sollen hier die beiden letzten, jeweils einen Tref-
fer ergebenden Versuche mitgezfihlt werden. Symbolisieren wir einen Treffer mit 1 und
eine Nigte mit 0, so nimmt D, #.B. fiir die Ergebnisfolge 01000101 1 den Wert 9 an.

Bezeichnet allgemein {a; ag.. .} das Ereignis, daff die Bernoulli-Kette mit der Er-
gebnisfolge a, ..., q (a; € {0,1}) beginnt, so gilt offenbar

P(D;=9) = P({11}) = ;, (5.1

P(Dy=3) = P({011}) = ¢, (3.2)

sowie

P(Dy=4) = P({0011}) 4 P({1011)) = = = =
Zur Herleitung eines allgemeinen Ausdrucks ftiv P(Dy = n) zerlegen wir im Fali n > 4
das Breignis {Dy = n} nach den drei disjunkten Mdéglichkeiten {0}, {10} und {11}

filr den Beginn der Bernoulli-Kette. Es gilt
P(De=n|{0}) = P(Da=n-1),



da das Ereignis {D; = n} bei einer Niete im exsten Versuch nach genau 7 — 1 der
wetteren Versuche eintritt und da die ab dem 2, Versuch beginnende Wartezeit wieder
verteilt ist wie die ab dem 1, Versuch beginnende. In gleicher Weise erhalten wir

P(Dy=n}{10}) = P(Da=n-2).

Wegen P(Dy = n | {11}) = 0 (im Falle eines Doppeltreffers in den beiden exsten
Versuchen kann das Ereignis Dy = n filr n > 4 nicht cintreten!) lefert die Formel von
der totalen Wahrscheinlichkeit die Rekursionsbeziehung

P(Dy=n) = P(Da=n—1)P{0}) + P(Dy=n—2) P({10}) (n>4)

oder kiirzer

1 1

0p = ’2" /R E ‘n-2 (n 2 4): (3'3)

wobei g, 1= P(Dy = n) gesetzt wurde. Mit den Anfangsbedingungen ¢ = 1/4, ¢ =
1/8 und (3.3) ist die Folge (g,)n>a festgelegt.

Der Ansatz zur Lésung der Differenzengleichung (3.3) ist
gn = v a" (3.4)

mit geeigneten Gré8en «v und 2. Einsetzen von (3.4) in (3.3) liefert nach Division durch
2*~2 und vy die quadratische Qleichung 2® -~ /2 — 1/4 = 0, welche die beiden Losungen
1+vB 1- V5

3}1 = 4 § 54"2 = 4 (3'5)

besitzt, Nach Konstruktion geniigt die durch

Gy = 7 &Y+ ye 2l (3.6)

definierte Folge (gy)n>1 der Rekursionsformel (3.3). Die Konstanten v, v, bestimmen
sich aus den Anfangsbedingungen

1 1
;1“:71'3»‘2{4-72'%5: gmvl'w?+72'mg

Z1
2 2

M o= —m, Yo = m (8.7)



Insgesamt folgh durch Einsetzen von (3.5), (3.7) in (3.6) und Zusammenfassen das
Endergebnis

P(Dy=n) = ¢, = ”“I\fg" ((.1_‘2_‘/5)"—1_ (1 —zﬁ)nwl) z—ln- 09

(n > 2), welches auch kompakter als

-2
qnzfg_nﬁ"> n22»

geschrieben werden kann. Hierbei ist (f,,),50 die durch die Anfangsbedingungen f, =
fi = 1 und die Rekusionsformel f, = fu_i + fu.2 (n 2> 2) definierte Folge der
Fibonacci~Zahlen (siehe z.B, Heuser, 1991, S.377). Bild 3.1 zeigt das Stabdiagramm
der Verteilung von Dy.

P(D2=n)

0.26 —

0.2 —

(.16 4

Oll.—.‘ ||

0.05 — Ii
i[at!!!!!l‘????TT*”
2 3 4 b 6 7 8 9 1011121314 15186 17 18

Bild 8.1: Verteilung der Versuchsanzahl bis zum ersten Dappeltreffer in ciner
Bernoulli-Kette mit Trefferwahrscheinlichkeit 1 /2

Den Erwartungswert von D, erh§lt man entweder mit (3.8) tiber die Darstellungsformel
E(Dy) = Yiynga {(2.2) benutzen!) oder einfacher tiber die hiufig als Mittelwerts-
regel bezeichnete und ein Analogon der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit
darstellenden Beziehung

B(D) = B(D;]0)- P({0}) + E(D,|10)- P({10})
+ B(Dy]11)- P({11}), (39)

Hier steht allgemein E(D; | ay ... @) fir den Exwartungswert von D, unter der Bedin-
gung, daff die Bernoulli-Kette mit der Ergebnisfolge oy ... @ beginnt. Setzen wir kurz
# 1= B (Dg), so geht {3.9) wegen

B(Dy|0) = 1+p,  E(Dy|10) = 2+4p, EDy|11) = 2
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in
1 1 1
po= (Lt + @4+p)g+ 2
tiber, und es folgt I(D,) = 6.

I'ir Knobelfitchge

o Welche Vertellung besitzt dic Wartezeit bis zum ersten Doppeltreffor in einer
Bernoulli-Kette mit Treflerwahrscheinlichkeit p?

e Wie grof ist der Brwartungswert der Wartezeit big zum ersten Auftreten der Se-
quenz 111 (Dreifachtreffer) in einer Bornoulli-Kotte mit Trefferwalirscheinlichikeit
1/2 7

o Welche Verteilung besitzt die Wartezeit bis zum erston Auftreten der Sequens 107

4 Warten auf die erste Kollision: die erste Gewinn-
reihenwiederholung im Lotto

Gegeben seien 7 von 1 bis » numerierte Fiicher. Es wird zu jedem der Zeitpunkte 1,2,...
ein Fach rein zufillig ansgewiihlt {Gleichverteilungsannahme!) und mit einem Teilchen
besetzt, wobei diese Besotzungen stochastisch unabhiingig voneinander erfolgen sollen.
Wir intexessieren uns ftir den zufélligen Zeitpunkt, su dem erstmalig ein Teilchen in
ein bereits besetztes FFach gelangt, betrachten folglich die Zufallsvariable

K, = Zeitpunkt der ersten Kollision beim sukzessiven

rein zufflligen Besetzen von n Fhchern.

Offenbar nimmt I(, die Werte 2,3,...,2+ 1 an, und es gilt

n—=2) ... (n—k+1)
nk

P> k1) = 2L (4.1)

flir jedes & = 1,2,,..,n + 1. Um (4.1) einzusehen, beachte man, daff das Ereignis
{K\, > k- 1} gleichbedeutend damit ist, dafl bei der rein zufflligen Verteilung von
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k Teilchen auf n Flcher alle Teilchen in verschiedene Fiicher gelangen. Bel Annah-
me eines Laplace-Modells iiber dem Ergebnisraum aller &-Permutationen der Zah-
len 1,2,...,n geben Zihler und Nenner in (4.1) gerade die Anzahl der glinstigen
Fille (k—Permutationen ohne Wiederholung) baw. die Anzahl aller méglichen Fille
{k-Permutationen mit Wiederholung) an,

Aus (4.1) folgt durch Komplement—Bildung

P <K = 1-T] (1 - i) (4.2)

j=1 7

(k=2,3,...,n+1; P(K, <1)=0).

Tabelle 4.1 enthilt die Wahrscheinlichkeiten P(X, < k) in Abhéingigkeit von & filr
n = 13983 816 = ("69) Dieser Fall, bei dem jeder mdglichen Gewinnreihe (ohne Zu-
satzzahl) im Lotto 6 aus 49 ein ,Fach® entspricht, hat am 20.6,1995 in der Presse
Furore gemacht, als die exrste Gewinnreihenwiederholung nach 3016 Ausspielungen als
ysensationell frith* empfunden wurde (siehe Henze, 1997, Kapitel 10).

k | P(K, <k) k1 P(K, <k) k P{K, <k)
500 0.0089 4500 0.b152 8500 0.924b
1000 0.0351 5000 0.6909 9000 0.9448
1500 0.0773 55600 0.6609 9500 0.9603
2000 0,1332 6000 0.7240 10000 0.9720
2600 0.2002 6600 0.7792 10500 0.9806
3000 0.2751 7000 0.8266 11000 0.9868
3600 0.3546 7500 0.8662 11500 0.9912
4000 0.4368 8000 0.8986 12000 0.9942

Tabelle 4.1: Wahrscheinlichkeiten fiir die erste Gewinnreihenwiederholung
im Lotto 6 aus 49 (n = 13 983 816) nach hichstens & Ausspielungen

Es mag Hiberraschend erscheinen, daB bei fast 14 Millionen méglichen Tippreihen eine
Kollision nach héchstens 3016 Ziehungen keinesfalls unwahrscheinlich ist (die exakte
Wahrscheinlichkeit P (X, < 3016) berechnet sich mit (4.2} zu 0.2775...). Insbesonde-
re kann schon darauf gewettet werden, dafl die exste Gewinnrethenwiederholung nach
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hochstens 4600 Ausspielungen erfolgt. Der Grund hierfiir ist, dafll wir auf irgendeine
und nicht auf eine bestimmie Kollision warten,

Um diesen wichtigen Unterschied zu verdeutlichen, beschreibe nun wieder allgemein
die Zufallsvariable T; die Anzahl der Versuche, bis Fach Nr. j zum zweiten Mal besetat
wird, also eine Kolision im j—ten Fach stattfindet. Interessieren wir uns nur flir die-
ses spezielle Fach, so kann dessen Besetzung bzw. Nichtbesetzung zu jedem Zeitpunkt
als Treffer baw. Nicte gedeutet werden, Wir befinden uns also in der Situation einer
Bernoulli-Kette mit Trefferwahrscheinlichkeit p = 1/n. Da T; —2 die Anzahl der Nieten
vor dem zweiten Tyeffer ziihlt, besitzt T; — 2 die negative Binomialverteilung Mb(2, 1/n)
{vgl. Kapitel 2). Insbesondere gilt B(Ty) = 24+2:(n~1) = 2.5 (vgl. (2.5)), was
nur bedeutet, daf wir im Lotto-Beispiel auf den zweiten Sechser mit ciner bestimmien
Zahlenreihe im Durchschnitt fast 28 Millionen Ausspislungen warten milssen,

Dafl wir uns nicht fiir eine bestimmte, sondern flir érgendeine Kollision interessieren,
driick$ sich in der Gleichung
K, = min(Ty,Ty,...,T,)

aus. Die Zeit bis zur ersten Kollision ist also ein Minimum von n (nicht stochastisch
unabhéingigen) Zufallgvariablen, wobei T; — 2 filr jedes j die negative Binomialvertei-
lung Nb(2,1/n) besitzt,

Wie im folgenden gezeigt wird, ist der Zeitpunkt der ersten Kollision bei der rein zufélli-
gen sukzessiven Besetzung von n Fichern von der Griflenordnung /n.
Satz 4.1: Fiir jede positive reelle Zahl ¢ gilt die Grenzwertaussage
2

JL%P(KRS Vit) = 1-eT,
BEWEIS: Zu vorgegebenem ¢ > 0 existiert filr jede geniigend groie Zahl » eine natiirli-
che Zahl k, mit

QSan x/ﬁ'b‘S kn“{'l Sﬂ"l‘l (43)
(warum?), und es folgt

P(K, < kn) € P(Ky<v/nt) € P(K, S kg +1). (4.4)
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Unter Verwendung der Ungleichung
loge < -1 (z>0) (4.5)

fiir die Logarithmus-Funktion (Skizze!) und der Summenformel 3,77, j = BTH) ¢
halten wir aus (4.2} die Abschiitzung

PG < k) = 1—-kﬁl(1_%) = 1—exp (kfiog(l“r%))

Je=i j=t

2 l—exp(—-%..k_n‘__(%;}l)‘

Villig analog Hefert die durch Eisetzen von @ durch 1/z in (4.5) ontstehende Unglei-
chung logz > 1 — 1/« die Abschiitzung

kn :
P(K, Sky+1) < l—exp(wz J )
i=1 nl_l?
1 kn'(kn‘l"‘i)
< 11— o e T )
- 1 exp( 2 'n'—‘kn

(man beachte, daBn—j 2 n—k, fiir 7 € {1,..., k. }!). Da (4.3) die Grenzwertaussagen

T i R 1 U 2 R
N0 n = -k,

nach sich zieht, konvergieren beide Schranken in (4.4) gegen 1 — exp(—t*/2), womit der
Bewois erbracht ist.

Setzen wir in Satz 4,1 speziell t = /2 log 2, so folgt fiir grofies n

P(Kn < \/n-2-log2) ~ % (4.6)

und somit speziell P(K,, < 4403) ~ L im Fail n = 13983 816, Der Beweis von Satz 4.1
zeigh aber anch, dafi die Wahrscheinlichkeit P(K, < &) durch

1 —exp (— %@m;;—l)) < P(K,<k) € 1—oxp (—Z_k(_?%) (4.7)

nach unten und oben abgeschiitzt werden kann.

Das Pavadoxen der frithen ersten Kollision ist in anderem Gewand als Geburtstagspro-
blem wohlbekannt (siche z.B. Engel, 1987, 5,39, Riehl, 1997, oder Strick, 1991). Beim
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Geburtstagsproblem ist nach der Wahvscheinlichkeit gefragt, dafl unter k rein zufillig
ausgewshlten Personen mindestens zwei an demselben Tag Geburtstag haben. Deu-
ten wir die 365 Tage des Jahres (Schaltjahre seien unberiicksichtigt) als Ficher und die
Personen als Teilchen, so entspricht das Feststellen dex Geburtstage dem rein zufflligen
Besetzen der 365 Fécher mit & Teilchen, Hierbei wird zwar die unrealistische Annahme
einer Gleichverteilung der Geburtstage iber alle 365 'Tage gemacht; cs kann aber ge-
zeigh werden, da Abweichungen von dieser Anmahme die Wahrscheinlichkelt fiir einen
Mehrfachgeburtstag nur vergr8fern (siehe z.B, Joag-Dev u. Proschan, 1992, oder Mun-
ford, 1977). Da beim Geburtstagsproblem P(iyg < 28) = 0.507... > 1/2 gilt (vgl.
(4.2)), kann getrost davauf gewettet werden, da unter 23 (oder mehy) Personen min-
destens zwei an demselben Tag Geburtstag haben, Wegen /3652 Tog2 = 22.49.,,
ist dabei die Approximation {4.6) schon fiir n = 365 sehr gut.

Da der Erwartungswert einer INg-wertigen Zufallsvariablen X durch

BO) = 535 P =) = f}(k:l) P(X = j)
- 5 SP@x=i) = S POXz )

gegeben ist und da, K, die Werte 2,3,...,n 4+ 1 aunimmt, folgt nach (4.1)
n LI
B(K,) = Y Pty >k+1) = > = (4.8)
k=0 k=p T
und somit speziell B(I(ye5) = 24.616.,, . Der rechts stehende Ausdruck ist fiir grofie
Werte von » unhandlich. Deshalb liegt es nahe, nach einer Néherungsformel ftir B(K,)
zu suchen. Blom, Holst und Sandell (1994, S. 190) geben hiexfiir den Ausdruck

w2
B(IG) =~ —2"“}'"3‘ (4.9)

an, was filr den Fall n = 365 den Wert 24.611. ., liefert. Die von Engel (1987, S. 63)
ohne Beweis angegebene Entwicklung fir B(K,) ist fehlerhaft; der Term —1 dort muB
durch +2 ersetzt werden,

Der Schliissel zur Gewinnung von Niiherungsformetn fitr (4.8) ist die Gleichung

w 0l
k! =/0 ettt dl ke Ny,
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welche zusammen mit dem binomischen Lehrsatz und der Substitution u = ¢/y/n zur

Integraldarstellung
1 k n k 1 00
Yo = X ), et
k=0 n b= kg L 0

L
= \/ﬁ-'/(;m CRALE (3.-1——\}%)) du (4.10)
filhrt, Wegen
2
N R I (1)
¢ N O to 7

erhilt man

2
—u/VA L T (l)
e (1 + \/ﬁ) 1 o + 0 =)
so daf der in (4.10) auftretende Integrand gegen exp(—u?/2) konvergiert, Uberlegt man
sich noch, da§ dieser Grenziibergang mit der Integration in (4.10) vertauscht werden
daxf (siche Klamkin und Newman, 1967), so folgt die grobe Approximation

2
B(K,) ~ \/ﬁ-]ﬁwexp (—%) du = %{T-

Die bessere Niherungsformel (4.9) ergibt sich durch eine genavere Betrachtung des in
(4.10) stehenden Integranden.

5 Warten auf den ersten Dreifachgeburtstag

Eine interessante Variante des Geburtstagsproblems entsteht, wenn nach der Waln-
scheinlichkeit dafiir gefragh wird, daf} in einer Gruppe von & Personen mindestens dres
an demselben Tag Geburtstag haben (siche z.B. Schrage, 1890, 1992 oder Holst, 1995).
Wir behandeln dieses Problem wie in Kapitel 4 in einem Teilchen/Fécher-Modell mit
n Fichern, wobei die Teilchen nacheinander rein zufiillig und unabhéingig voneinander
in die PAcher fallen. Von Interesse ist jetzt die Zufallsvariable
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Ky3 = Zeitpunkt der exsten Dreifach-Kollision beim
sukzessiven rein zufilligen Besetzen von n Fiichern.

Ky,3 gibt den Zeitpunkt an, zu dem erstmalig ein Teilchen in ¢cin bereits mit zwes Teil-
chen besetztes Fach gelangt. Die eingangs beschriebene Wahrscheinlichkeit 1884 sich
dann mit Hilfe von K, 3 in der Form P(Kygs3 < k) ausdriicken.

Modellieren wir die Verteilung von k Teilchen auf die n Ficher als k—Permutation
(3ty ..+, %) mit der Deutung von 4; als Nummer des Faches filr das [-te Teilchen, und
setzen wir 1{:} =1 baw, 1{-} =0, falls dic in {.} stehende Aussage wahr bzw. falsch
ist, so gibt
k
hi == 3 1{im =3}
m=1

die Anzahl der Teilchen im j—ten Fach an. Da das Ereignis {K,,3 > k+ 1} genau dann
eintrité, wenn jedes h; kleiner oder gleich 2 ist, erhalten wir

{(z’l,...,ik) LSy i Sy ma hy < 2}’
nk

Dieser geschlossene Ausdruck fithrt auf das Problem der Bestimmung der Anzahl aller
Verteilungsmoglichkeiten von & Teilchen auf n Fiicher mit der Nebenbedingung, daf
jedes Fach hdchstens zwel Teilchen enthilt. Hier bietet sich an, das Ereignis {Kap >
k+ 1} nach der Anzahl | der mit jeweils genau 2 Teilchen besetzen Ficher zu zerlegen,
Hierbei 1uft ! von 0 bis [k/2] (= max{m € Z: m < k/2}). Bezeichnet w(k,{) die
Wahrscheinlichkeit, daf bei der rein zuféilligen Verteilung von & Teilchen auf n Fhicher
genau { Flcher je zwel Teilchen enthalten und die restlichen & — 2+ { Teilchen allein
in ihrem jeweiligen Fach liegen, so gilt mit der Konvention, ein Produkt iiber die leere
Menge gleich 1 zu setzen

P(-Kn,a 2 k + 1) =

1 -1 k -2y -,
w(k,l) = m]:[o( 9 )‘nl-(n—t)’v_ﬁf (5.1)
und folglich wegen nt « (n — [}i=24 . phd
/2] (8/2) | 4=t 7y
Plag 2 k+1) = Sulbl) = — 5 =] (*7%) nt=t
' 1=0 L S TR S

(vgl. Schrage, 1990, filr den Spezialfall n = 365). Formel (5.1) ergibt sich, indem
zunichst 2 der & Teilchen, danach 2 der restlichen & — 2 Teilchen ... und schlief-
lich 2 der iibriggeblichenen & — 2 ({ — 1) Teilchen fiir die doppelt besetzten Ficher
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ausgewdihlt werden. Diese { Teilchenpaare kénnen dann auf n! Weisen ihven Fiichern
zugeordnet werden, Danach werden die tibrigen & — 2« { Teilchen auf die freien n — |
Ficher verteilt, was auf (n — )22 Weigen méglich ist. Der Faktor 1/{1 tritt anf, weil
es nicht auf die Reihenfolge der { Auswahlen von je zwei Teilchen ankommt.

Zur numerischen Berechnung von P(K, 3 > k+ 1) ist die fir £ = 0,1,...,7n geltende
Rekursionsformel

1 k2.1
wik,l+1) = (l+1)-(n~k+t+1)'( 2 )"‘”(k’t)

(¢=0,1,2,...) hilfreich, In Tabelle 5.1 sind die Wahischeinlichkeiten P(K,, 3 < &) ftr
den Fall n = 365 und verschiedene Werte von & aufgefiihrt.

k| PUa<k) | & | PUGa<k) ] & [ P(Kys < k)

10 0.000¢ 80 0.4182 130 0.8011
20 0.0082 87 0.4995 140 0.93b67
30 0.0285 88 0.6111 1560 0.9648

40 0.0669 80 0.5342 160 0.0822
50 0.1264 160 0.6459 170 0.9917
60 0.2072 110 0.7455 180 09965
70 0.3065 120 0.8280 200 0.9995

Tabelle 5.1: Wahrscheinlichkeiten filr mindestens einen Dreifachgeburtstag
(n = 365) bei k Personen

Es zeigh sich, dal man schon bei 88 oder mehy Personen darauf wetten kann, daB
mindestens 3 dieser Personen an demselben Tag des Jahres Geburtstag haben. Ein auf
100 000 wiederholten Simulationen der Wartezeit Kyes5 basierendes Histogramm ist in
Bild 5.1 veranschaulicht,
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Bild 5.1: Histogramm der Verteilung der Dreifach-Kollisionszeit K se6,3 (100000
Simulationen)

Bezeichnet in Verallgemeinerung von K, 3 die Zufallsvariable K, den Zeitpunkt der
ersten c-fachen Kollision beim rein zuf8lligen sukzessiven Besetzen von n Fichern, so
gelten die Integraldarstellung

AR
[ (B0 z
B(Kpno) = fo e (JZZ()) ()] @ (5.2)
{Holst, 1995; Klamkin und Newman, 1967) sowie die asymptotische Gleichheit
B(Kng) ~ Ve -r(1+2) e bt 7 00 (5.3)

(Klamkin und Newman, 1967). Hier bedeutet das Symbol ,~*, daff der Quotient aus
linker und rechter Seite in (5.3) beim Grenziibergang n — oo gegen 1 konvergiert. I'(x)
steht filr die durch

%t !
[(z) = /{; e " de (o> 0)
definierte Gemma—Funktion.

Holst (1995) gibt ohne Bewsis fir den #zur Diskussion stehenden Fall ¢ = 3 die im
Vergleich zu (5.3) genanere Approximation

6%/ . T (2/3) e 4 2L

6Y3. T (1/3
E(Kps) ~ ____?)w.LQ,nz;a . 6 n

18



fiir grofles n an, Diese liefert im Fall n = 365 den Niherungswert LK ag,3) =~ 88.725.

Mii, Hilfe einer Verallgemeinerung der von Klamkin und Newman entwickelten Inte-
graldarstellung (5.2) leitet Dwass (1969) den Grenzwertsats

. —~i/e [Ad
Jim Py < ni71e 1) = 1 - oxp (-5) (5.4)

(t > 0) her. Da I, flir ¢ = 2 die in Kapitel 4 untersuchte Zeit K, bis zur ersten
(Zweifach-)Kollision ist, stellt diese Aussage cine Verallgemeinerung von Satz 4.1 dar.
Ein einfacher Beweis flir (5.4) findet sich in Henze (1998b).

6 Warten auf eine vollstindige Serie:
das Sammlerproblem

Zu einem Saminelalbum gehdren » Bilder, die in Packungen zu je s Bildern verkauft
werden. Wir nehmen an, daB fiir jede Packung alle (';‘) méglichen Bilder-Auswahlen
gleichwahrscheinlich sind. Ferner seien die Bilder—Auswahlen filr verschiedene Packun-
gen stochastisch unabhiingig voneinander, Hier stellen sich in natiivlicher Weise die
folgenden Fragen:

1. Wie viele Packungen milssen “im Mittel” gekauft werden, bis jedes der n Bilder
mindestens einmal vorhanden ist?

2. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, nach dem IKauf von & Packungen erstmals
alle Bilder zu besitzen?

Diese und &hnliche Fragen sind klassische Probleme der Wahrscheinlichkeitsrechnung,
welche in der Literatur als Semmlerproblem, Coupon-Collector- Problem oder im spe-
ziellen Fall s = 1 als Problem der vollstindigen Serie bekannt sind (siehe z.B, Henze,
1999, Kapitel 24 oder Stadje, 1989, und die dort angegebene Literatur),

Fir eine Formulierung des Sammlerproblems in cinem abstrakten Teilchen/Fécher-

Modell werden die mdéglichen Bilder durch » von 1 bis # numerierte Fécher ersetzt.
Dem Kauf einer Packung mit s verschiedenen Bildern entspricht dann die rein zufllige
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Besetzung von s verschiedenen Fiichern mit je einem Teilchen —- im folgenden Beset-
zungsvorgang genannt. Von Interesse ist hier die Zufallsvariable
Vase = Anzahl der Besetzungsvorghinge, bis (zum ersten Mal)

jedes Fach mindestens ein Teilchen enthilt.

Die cingangs gesteliten Iragen 1. und 2. fithren dann offenbar auf die Angabe des
Krwartungsweries von V, , bzw. auf die Wahyscheinlichkeit P(V; , = k). Bevor wir uns
diesen Problemen zuwenden, seien einige beliebte Einkleidungen des Sammlexproblems
vorgestellt:

a) Werfen eines Wiirfels, bis jede Augenzahl mindestens einmal aufgetreten ist (n =
6, 8= 1)’

b) Drehen eines Roulette-Rades, bis jede Zahl mindestens einmal aufgetreten ist
(n=37 3=1),

¢) Anzahl von Ausspielungen im Zahlenlotto 6 aus 49, bis jede Zahl mindestens
einmal Gewinnzahl gewesen ist (n = 49, ¢ = 6).

Das in ¢} beschriebene Sammier-Experiment wird von den staatlichen Lottogesellschaf-
ten in jihrlich neu startenden Treffer-Bilanzen lanfend dokumentiert. Tabelle 6.1 zeigt
die Treffer-Bilanz des Samstagslottos 6 aus 49 nach den ersten 11 Ausspielungen des
Jahres 1998,

Treffer—Bilanz 1996
Nach 11 Ausspielungen

2 3 4 b 6 7
- b 2 13 1 1
9 |10 ;11 | 12 | 13 | 14
2 1 - 1 1 2
16 | 17 | 18 | 10 | 20 | 21
- 2 1 2 4 1
23 | 24 | 26 | 26 | 27 | 28
1 1 3 2 - -
20 1 80 | 31 | 32 | 33 | 34 | 3b
2 1 1 1 1 2 2
36 | 37 | 38 | 38 | 40 ; 41 | 42

3 1 3 -~ 1 1 2
43 | 44 | 456 | 46 | 47 | 48 | 49
3 - - - 2 H 1

Tabelle 6.1: Treffer-Bilanz 1996 nach 11 Ausspielungen
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6.1 Der Spezialfall s = 1

Im spezicllen Fall s = 1 ist eine Modellierung der Wartezeit V;, ; als Summe stochastisch
unebhéngiger Wartezeiten maglich, Hierzu bezeichnen wir einen Vexsuch als , Tveffer®,
wenn er zur Besetzung eines noch freien Faches fithrt, Damit ist der erste Versuch immer
ein Treffer. Da nach dem Eirzielen des j—ten Treffers jeder der weiteren Versuche mit
Wahryscheinlichkeit (r ~ §)/n den niichsten Treffer exgibt ( = 1,...,72—1) und da alle
Versuche unabhéingig voneinander ablaufen, besitzt ¥, die Darstellung

Vi = 14 Y 4 Y + o + Yooy (6.1)

mif unabhlingigen Zufallsvaviablen Yi,..., Y, wobei ¥; — 1 die geometrische Vertei-
lung G((n — 4)/n) besitzt und anschaulich fiir die Anzahl der Fehlversuche swischen
dem j-ten und dem (§ + 1)-ten Treffer steht, Wegen

n-J
V(Yj) - (n_ 3)2
(vgl, (1.2) und (1.3)) ergeben sich avs der Darstellung (6.1) Erwartungswert und Va-
rianz von Vg 1 2u

T

E(}’;) = 'ﬂ‘—‘j’

it 11 1
E(Vntl) = 1+22E(Yj) = n'(1+§+§+...+‘ﬁ'):
j= «

il

n-1 . -1 1 1 N1 1
V(Vay) = 2V(Y5) n'(z——-'z"")-

j=t j=1 72 noi J

Im speziellen Fall = 6 (Warten auf jede Augenzahl beim Wiirfelwurf) evh#lt man
E(Vs,1) = 14.7. Unter Benutzung der Beziehungen

[ el

LN
lim (Z“ - logn) = (' = 0.67721... (Buler — Mascheroni — Konstante)

F=1
(siche 2.B. Heuser, 1991, S.185) und

n 1 7{.2
m S = =
nlirgoj; 72 8

(Heuser, 1993, 8.150) folgen fiir grofies n die Approximationen

2
E(Vy1) = n (logn + C), V(V,1) = nz.'%_.
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6.2 Der allgemeine Fall s > 1

Im allgemeinen Fall fithren wir geeignete Zufallsvariablen Wi, Wy, ..., W, ein. W} be-
schreibt die Anzahl der Besetzungsvorginge, bis das j-te Fach mindestens ein Teilchen
enthilt, Hiermit 188t sich V], , als mewimale Warlezeit in der Form

ui,s = ID&X(WL, Wy, ... ;Wn)

ausdriicken. Offenbar nimmt V, , die méglichen Werte ¢,a + 1,0 + 2,... an, wobei a
durch

o = min{mc N ’;l < m) (6.2)

gegeben ist,

Den Schitissel zur Bestimmung der Verteilung von V, ¢ bildet dle Gleichung
Vs > kY = U {W; > k), k>a-1. (6.3)

j=1

Diese difickt nur aus, dafi die maximale Wartezeit ¥, , genau dann gréfler als & ist,
wenn mindestens eine der Wartezeiten W; grofer als & ist. Schreiben wir kurz A; fitr
das Ereignis {W; > k}, so liegt wegen P(V;s > k) = P(Ul; 4;) die Anwendung der
Formel des Ein— und Ausschliefens

H L]
P (U Aj) = 3 (-5 (8.4)
F=1 r=1
(siche 2.B, Henze, 1999, Iapitel 11) nahe. Dabei ist
Sy 1= Z P(Aii n...N A,‘r) (65)

1€ <onir Sn
(Summation {iber alle r-elementigen Teilmengen {4;,...,4.} von {1,...,n}). Um die
Wahrscheinlichkeit P(UJ_;A;} zu berechnen, bendtigen wir also fifr jedes r = 1,,..,7n
und jede Wahl von 4;,...,4 mit 1 < 4; < ... < 4, < n die Wahrscheinlichkeit
P(Ay N, NAL).

Offenbar tritt das Ereignis A, N...NA; genau dann ein, wenn in den ersten & Versuchen
keines der Fécher mit den Nummern y,...,¢, besetzt wird, d.h. wenn bei jedem der
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exsten & Besetzungsvorglinge jeweils s Fécher aus der (n — r)-elementigen Nummern—
Menge {1,2,...,7}\{41,...,ir} susgewshlt werden. Die Wahrscheinlichkeit dafiiv, daB
dies bel einem Versuch geschieht, ist durch
()
8
g = - y n—1 28, (6.6)

8
gegeben (Laplace-Modell). Aufgrund der Unabhiingigkeit von Ereignissen, welche sich
auf verschiedene Besetzungsvorgiinge beziehen, gilt dann

k
‘ ) oaf, falls r<n-—s
PAy0...ndy) —{ Or, falls 7 >n-s

so daf} die in (6.5) defluicrte Summe S, fiir v < n~ g die Gestalt S, = (;‘)q,‘: annimmt.
Nach (6.4) und (6.3) folgt

n—s
P(Vos > k) = 3 (=1)™". (?) b kza—1, (6.7)

r=1
mit ¢ wie in (6.2). Wegen P(Vo, > k—1) = P(Vo, > k) + P(Vus = k) orgibt
sich nun die Verteilung von ¥, durch Differenzbildung in (6.7), und wir erhalten das
folgende Resultat.

Satz 6.1: Die Anzahl V;,, der zur Besotzung aller Fiicher nétigen Versuche im Samm-
lerproblem mit » Féchern besitzt die Verteilung

n—g

1 (7 -
PO =8 = 3 (0 () -, k2
p=1
und den Erwartungswert

R R (6:5)

re=l T 1 - Q!'

mit ¢ wie in (6.2).

Dabei ergibt sich (6.8) durch direkte Rechnung aus der Darstellungsformel E(V, ) =
Liea b+ P(Vys = k) unter Beachtung von (2.2) sowie

a1 d 7r2%—1 a'waHl'(.’U-'l)—(wﬂM])
k-1 G _ |
;;Z::lh ¢ dﬂ:(wul) (e 1) el <1

23



Die Verteilung von V,,, ist fiir den Fall n = 6,5 = 1 (Wartezeit, bis beim Wilrfeln
jede Augenzahl anfgetreten ist) in Bild 6.1 veranschaulicht. Deutlich erkennbar ist eine
fiir stochastische Extremwertprobleme typische Asymmetrie (Vi ist ein Mazimum von
Zufallsvariablenl),
|” “l“““”IIH;...“,...;,‘;
0 10 20 30 40

Bild 8.1: Verteilung der Wartezeit beim Sammlerproblem mit n = 6,5 = 1

000 F(Vor = &)

0.06

0,03

L S R T L L T T

In gleicher Weise zeigt Bild 6.2 die Verteilung von V,,, fiir den Falln = 49, s = 6
(Anzahl der Ausspielungen im Lotto 8 aus 49, bis jede Zahl als Gewinnzah! aufgetreten
ist).

0.06

i T T T T T I
P{Vigg = k)
0.05 - N
0.04 - -
0.03 -

0.02

I

1
I

0.01

A 0““fii([n"mé%“.,...,.].6,. |

0
10 20 30 4 80 90 k
Bild 6.2: Verteilung der Wartezeit beim Sammlerproblem mit n =49, s =6

Komplementbildung in (6.7) liefert hier den Wert P(Vigs < 52) = 0.946. . .. Somit kann
getrost darauf gewettet werden, daf im Laufe eines Jahres jede Lottozahl mindestens
einmal Gewinnzahl ist. Nebenbel sei bemerkst, daf dieser Fall in genau 38 der ersten
40 Jahre (= 95%!) der deutschen Lottogeschichte eintrat. Der nach (6.8) berechnete
Erwartungswort von Vig¢ ist 35.08..., was bedeutet, dafl beim Lotto im Mittel nach
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etwa 35 Wochen jede Zahl mindestens einmal gezogen worden ist.

6.3 Ein Grenzwertsatz

Im folgenden soll die Grenzverteilung von ¥;,; beim Grenziibergang n — oo bestimmt
werden. Obwohl ¥, ; nach {6.1) eine Summe unabhéingiger Zufallsvariablen ist, gelangt
der zentrale Grenzwertsatz (Approximation durch eine Normalverteilung) hier nicht
zur Anwendung.

Satz 6.2: Fiir jede reelle Zahl « gilt

lim P(Vy < ne (@4 logn)) = exp (—e7?).

BEWEIS: Zu gegebenem x € IR sel n € IN so grof gewshlt, daf die Ungleichung
@+logn > 1 exfilllt ist. Setzen wir ky t= [n (w+logn)), wobei allgemein [y] die gréBte
ganze Zahl kleiner oder gleich y bezeichnet, so gilt aufgrund der Ganzzahligkeit von
Va1 sowie aufgrund von (6.7)

PVai>n-(z+logn)) = P(Vus > kn)
n-l 7 \
= S () e
r=l T

Wir werden im folgenden enischeidend von der Tatsache Gebrauch machen, daB die
in der Formel des Ein— und AusschlieSens (6.4) bei Abbruch der alternierende Summe
entstehenden Partialsummen abwechselnd obere und untere Schranken fiir die linke
Seite lefern (siehe z.B, Feller, 1968, S. 110); es gilt also

PO > n (ot logn) € 327 (%) (69)
2%
P > n- o+ logn)) > 31y (7) g (6.10)
fiir jedes feste { = 1,2,... ., Wegen
i, (T) = e:r (6.11)



(Beweis folgt) liefern (6.9) und (6.10) fiir jedes feste { = 1,2,... die Abschéitzungen

21 (__6—32)"
li PV w+1 < -
im sup (Vap > e (@ +logn)) < ZJ; W
o A (__B—:c)"
miaf P (Vi > e (o logm) 2 =32 =

L&Bt man hier { gegen Unendlich streben, so folgt die Existenz des Grenzwertes und
zugleich dessen Wert: Es gilt

lim P (V; 1 o
lim POy > (ot logn) = -3 &2

= = (o (=) -1),

was zu zeigen war, F'iir den noch fehlenden Nachweis von (6.11) sotzen wir ¢, = (n—7)/n
in die linke Seite von (6.11} ¢in und erhalten

n . 1 nt . ( 7 ) n{z-+logn) ( 7 ) En
. o= e — ' 1 _- — . —
(7') o o n ! n

mit e, = [+ (2 +logn)] -~ n - (z + logn), also —1 < ¢, < 0. (6.11) folgt dann aus

) N\ Ep
lim g 1 = lm (1—1»)

n—=00 nt n-4eo '
und
7\ B{z+logn)
lim n" . (1 — —)
n-roo 7

= ,}H&exp (r logn+n (z+ logn) - log (1 - %))
= exp(—r ).
Hierbei ergibt sich das letzte Gleichheitszeichen aus den Ungleichungen

(- <

n—r
{vgl. die Logarithmus-Ungleichungen auf Seite 13). In einer anderen Formulierung
besagt Satz 6.2, daBf die Limesverteilung der Zufallsvariablen V,;/n — logn beim
Grenziibergang n — oo die Gumbelsche Buiremwertverteilung ist. Die Gumbelsche
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Extremwertverteilung bildet eine der drei klassischen Limesverteilungen filr Maxima
von unabhéingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (siehe z B, Galambos, 1978,
S. 71). Sie besitzt die Verteilungsfunktion G(2) = exp(—e~) und die in Bild 6.3 ver-
anschaulichte Dichte g(z) = G'(2) = ¢~* + exp(—e™®). Ihr Erwartungswert ist die
Euler-Mascheroni-Konstante ¢ = 0.57721 .., und ilre Varianz ist 7?/6.

04 7 T T 7 T T T T
0.36
0.3
0.26
0.2
0.15
0.1
0.05

Bild 6.3: Dichte der Gumbelschen Extremwertverteilung

Aus Satz 6.2 folgt das auf den ersten Blick iiberraschende Resultat
Jim P(Voy > M n) = 1 (6.12)

fir jede {noch so grofie) positive Zahl M, Hat man also sogar 1000 mal so viele Bilder
erworben, wie Plitze im Album vorhanden sind, so ist es bei einer genfigend grofien
Anzahl von méglichen Bildern praktisch sicher, daff die zufillig zusammengesteliten
1000 » n Bilder zum Erzielen einer vollstindigen Serie nicht ausreichen,

Zum Nachweis von (6.12) wihlen wir zu beliebig vorgegebenen Zahlen M > 0 und ¢
mit 0 < e < 1 eine reelle Zah!l  derart, dafi die Ungleichung

1—~exp(—e™) 2 1-¢ (6.13)
erfilit ist, Fir genitigend grofes n gilt dann n« (z + logn) > M - n und somit
P(Vap>n(w+logn)) < P(Vau>M-n), (6.14)
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da aus dem Ereignis {V,1 > n - (z -+ logn}} das Ereignis {V;; > M - n} folgt. Aus
(6.13), (6.14) und Satz 6.2 ergibt sich dann

l1-g < 1—exp (~e"°“)
= lim P(Vo, >0 (@-+logn)) < HminfP(Vy; > M n)

< 1

und somit die Behauptung, da ¢ beliebig kiein gew#ihit werden kann.

6.4 Das Sammlerproblem mit ungleichen Wahrscheinlichkei-
ten

Wir greifen jetzt wieder den Spezialfall s = 1 auf, betrachten also die Besetzung mit
jeweils einem Teilchen, 18sen uns jedoch von der Annahme einer Gleichverteilung iiber
alle n Ficher, Es werde angenommen, daf} die Teilchen unabhéngig voneinander mit
der Wahrscheinlichkeit p; ins j~te Fach gelangen, wobei p; > O und py + ... +py =1
vorausgesetzt ist. Die Zufallsvarlable V5 bezeichne wie frither die Mindestanzahl der
zum Erreichen einer vollsténdigen Serie bendtiglen Teilchon,

Auch in dieser allgemeineren Situation 148t sich die Verteilung von V;, ; mit Hilfe der
Formel des Bin— und Ausschliefiens bestimmen. Bezeichnet hierzu A; das Breignis, dafl
das j-te Fach nach & Besetzungsvorgingen kein Teilchen enthilt, so gilt

n n

P(Vn,l > k) = P (U Aj) = Z(-—l)rHl . Sr (615)
j:’l r=1

mit S, wie in (6.5). Wegen der Unabhiingigkeit der cinzelnen Besetzungsvorgiinge gilt

weiter

PAyNAN.NAL) = (1—py—py— .. — i)

fir jedes » mit 1 <7 <n—1 und jede Wahl von 4y,...,5. mit 1 <4 <... < i < n.
Unter Beachtung von S, = P(4;N...N 4;) = 0 liefert dann (6.15) das Resultat

P ﬁ,l > k) Z( E (1 4 (R pir)k (6'16)

L<i1 <o <insn
(k=1,2,...), woraus die Verteilung von V,,; durch Differenzbildung gemé P(V,, =
k) = P(Vp1 > k — 1) — P(Vy,; > k) erhalten werden kann. Fiir den Erwartungswert
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von Vy; ergibt sich mit (6.16) (geometrische Reihe, vgl. die anf Seite 14 hergeleitete
Formel)

EWVi) = 14 3 P(Vag > k)
k=1

n—1
- L—py — ... —pi
= 1 + (_1)!‘ 1 1 r
:Zzl 1gn<§.:<ipsn Piy ooty

R e Y

re=1 15i1<---<‘r5" pil + re + p‘r r=1} 7
5 (-1 : )
= (-1 e
r=1 1<h<mcingn Pl oo+ D2y

Eine kompakte Darstellung von E(V}, 1) ist

E(Vay) = fo v (1 —~ ﬁ (1 - e””f‘)) i

j=1
(Boneh und Hofii, 1997, 8. 48). Boneh und Hofri benutzen diese Formel, um zu be-
weisen, dafi der Erwartungswert von Vy, in Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeiten
Piy. .oy Pp filir den Fall gleichwahrscheinlicher Fécher (d.h. p1 = ... = p; = 1/n) mini-
mal wird. Dieses plausible Ergebnis war lange Zeit ein offencs Problem.

Im Spezialfall von 3 Féichern ergibt sich durch Komplementbildung in (6.16)

P(Vau Sk) =1 = (T—p)¥ — (L=p)* — (1—pa)*+ ¥ + pf + pb

(k=1,2,3,...) sowie

1 1 1 i 1 i
= — — — - - _ 1‘
BVay) P1 * Do + P3 l—m 1-p 1—ps +
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k P(Vay < k) P(Vay < k)
P:=P2=P3=% p1=%,p2=;—‘,;pa=§-
3 0.2222 0.1687
4 0.4444 0.3333
b 0.6173 0.4707
6 0.7407 0.5787
7 0.8258 0.6629
8 0.8834 0.7286
9 0.9221 0.7802
10 0.9480 0.8212
15 0,9931 0.9328
20 0.9991 0.9736

Tabelle 6.2: Wahrscheinlichkeit flir eine vollstindige Serie nach héchstens &
Versuchen bei drei Fiichern

Tabelle 6.2 zeigt die Wahrscheinlichkeiten P(V;,, < &) fliv den gleichwahrscheinlichen
Fall py = pp = p3 = 1/3 sowie den Fall py = 1/2, po = 1/3, p3 = 1/6. Beide Si-
tuationen kénnen als Wartezeitprobleme mit einem Wiirfel aufgefaBit (und simuliert)
werden, Dabei entsprechen im gleichwahrscheinlichen Fall je 2 der 6 mbglichen Frgeb-
nisse einem Fach. Im zweifen Fall werden etwa die Ergebnisse 1,2 oder 3 dem ersten
Fach, die Exgebnisse 4 oder 5 dem zweiten Fach und das Ergebnis 6 dem dritten Fach
zugeordnet. Es ist deutlich zu erkennen, dafl die Wartezeit bis zum Erreichen einer
vollstéindigen Serie bel ungleichen Wahrscheinlichkeiten filr die einzelnen Ficher im
Vergleich zum gleichwahrscheinlichen Fall stochastisch gréfier wird. Dies wird auch an
den Erwartungswerten (7.3 gegeniiber 5,5 im gleichwahrscheinlichen Fall) dentlich.

Im Spezialfall n = 2 188t sich der Frwartungswert von V},; auch sehr einfach Giber die
Zerlegung nach dem Ergebnis des ersten Versuchs herleiten, Es gilt

B(Vas) = puo B(Vaull) +pa - B(Vasl2). (6.17)

Hierbei ist £(V4,1]j) der Erwartungswert von Vo1 unter der Bedingung, daf§ das erste
Teilchen ins j—te Fach fillt. Da wir nach der Besetaung von Fach 1 im ersten Versuch
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zum Erreichen einer vollstdndigen Serie auf einen mit Wahuscheinlichkeit p, eintreten-
den Treffer in unabhingigen Experimenten warten, folgt

1
Balt) = 1+

(vel. Abschnitt 1) und analog B(V3,|2) = 1+ 1/p,. Einsetzen in (6.17) liefert dann

E(Vp) = 1+ 202
P Pt
Da die Funktion & ~— 14 24 1/# im Bereich & > 0 ihr Minimoum fitr 2 = 1 annimimt,
ergibt sich hier mit elementaren Mitteln, daff die durchschnittliche Wartezeit zum Br-
reichen einer vollstdndigen Serie hei 2 Fichern im Fall gleichwahischeinlicher Ficher
am kilrzesten ist.

IMiir Knobelfiichae

e Teilchen fallen wnabhiingig voneinander und rein zufillig in jewsils eines von 2- &
Féchern, Die Zufallsvariable Hy ; bezeichne die Anzahl der Teilchen, dis benstigt
werden, damit die Halfte aller Fficher mit jeweils mindestens einern Toilchen besetzt
ist. Hy, sei die Anzahl der Teilchen, welche danach noch zum Erreichen einer
volistéindigen Serie (jedes Fach onth4li mindestons eine Kugel) bendtigt werden,
Welchen Erwartungswert besitzen H t,p und Hy 7 Was kann iiber das Verh#ilinis
dieser Erwartungswerte fiir & — oo ausgesagt werden?

o Rin Tourist, welcher 6 Stiédte besuchen will, startet seine Rundreise in einer be-
lisbigen dieser Stéidte und wihlt anschlieBend rein zufillig eine der restlichen fiinf
Stiidte filr seine niichste Reise aus. Er mdchte boreits besichtigte Stédte nicht
noch einmal besuchen; sein Gedéchtnis ist jedoch so schlecht, daf er sich stets nur
noch an seinen letzten Aufenthaltsort erinnern kann (den er als ndichstes Reiseziol
ausschliefit). Wie viele StHdtereison muf der Tourist bis zum Ende seiner Besich-
tigungatour im Durchschnitt unternehmen, wenn er gein jeweils néchstes Roiseziel
rein zufdllig auswihlt?
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7

Weitere Wartezeitprobleme

Einige interessante Varianten und Verallgemeinerungen der betrachteton Kollisions—
und Sammlerprobleme sind:

8)

Eine Schulklasse bestehe avs n Jungen und n M#dchen. Wie grof mufl » min-
destens sein, damit, mit der Mindestwahrscheinlichkeit 1/2 mindestens ein Mehr-
fachgeburtstag innerhalb der Menge der Jungen oder innerhalb der Menge der
Midchen anftritt? (Crilly und Nandy, 1987)

Wie lange dauert es, Jacks Haus zu bauen? (ein Sammlerproblem mit Neben-
bedingungen, da man manche Teile des Hauses wie etwa den Schornstein erst
dann sammeln kann, wenn man vorher andere Teile (das Dach) erhalten hat)
(Riddiough und MeColl, 1997)

In der Situation von Abschnitt 6.1 sei Ty die Anzahl der Teilchen, die man
benttigt, um r vollsténdige Serien u erzielen. Bs gilt

B(Tnye) = nlogn+ (r—1) loglogn 4 n+ Ky + o(n)

mit K(, = 0.57721. .. — log(r — 1)! (Newman und Shepp, 1960) sowic

1 e_$
Jim P(L,; <n-(logn+ (r - 1)loglogn + 1)) = exp (‘ (r — 1)!)

(z € IR; Brdds und Rényi, 1961).

A 26.11,1693 schrieb Newton an Pepys: ,Ich nehme an, daB A mit einem Wiirfel
und B mit zweien wirft, der erstere, bis er eine Sechs wirft, der letztere genausooft
um zwei Sechsen, und ich fand, da8 A im Vorteil ist {...}. Denn hier ist A deswegen
im Vorteil, weil er als erster wirft, A ist tatstichlich im Vorteil, aber mitnichten,
weil er als erster wirft! (Haller, 1997; Henze, 1998a)
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